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研究ノート
超過需要関数の連続性と選好の非飽和
ーアロー＝ハーン「一般競争分析』研究 (3)-
神 保 郎
超過需要関数 z(p)は価格ベクトル P に関して連続であると仮定されるのが普通であ
る。 ところが Pは半正でありかつ有界であ・る。 z(p)のゼロ次同次性を考慮すれば， p
は l次元基本単体 s,に所属すると考えるのが妥当であろう。ここで基本単体とは P の
成分をかとすれば， P;~O, :Eか=1となるものである。 z(p)は連続写像であり，ここ
では関数であると考えるから． 定義城が有界であれば， その値域も有界である。すなわ
ち，超過需要も有界の領域におさまらねばならない。ところが非飽和の仮定，すなわち主
体の消費可能集合 Xhの中に飽和点は存在せず， 財およびサービスは消費量が少しでも
多ければより高い満足を与える。それ故に予算集合から一番多くの財が消費され，ワルラ
ス法則が成立するのである。したがってワルラス法則が成立するのには非飽和の仮定が必
要である。また粗代替性を仮定すれば，価格がゼロに近づくに従って需要は無限大に近づ
く。価格がゼロの場合は予算制約式は全く需要量の制約とはならず，非飽和の仮定と合わ
せて考えた場合，その需要量は無限大となる。価格集合がコンパクトであり，その値域も
連続写像の結果コンパクトとなるのは，解存在の証明に不動点定理を摘用せざるを得ない
から，どうしても必要な事であるb一方粗代替性の仮定は均衡解の安定性や一義性の証明
に欠くべからざる仮定である。またP;=Oとなる自由財も考察の対象とするようになっ
たのは，ワルドが解存在の証明に苦慮していた時，当時ウイーンに留学中であった水谷ー
雄先生によって提案があり，見事解決が出来たものである。ここでは．この矛盾する 2つ
の仮定を如何に解決するかを論ずる。
1. 簡単な例による証明
財は3種類であり，家計の効用指標関数が
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"(")=",4+"24+"34 （1）
であると仮定する。これは限界効用が逓減するノーマルな場合である。初期保有量は第3
財を1単位だけ持っているものとする。価格はp3=1に固定されており,p,と力2は自
由に変化しうるが，ゼロに収束した場合に， どの様な結果になるかをここで考察する。す
なわち図1で畠の上を’30に収束して行った場合の各財への需要量がどうなるかを考
えるのである。 、
さて,Mを貨幣所得とすれば，この消費主体は予算制約式
U
ロ
体
pl
図 1
M=1=,,",+p2"2+"3 （2）
の下で
U(")=",J+"24+"3#
を最大にしようとする。スをラグランジュ乗数とし， ラグランジュ関数vをつくれば
V(")=",4+"24+"3f+ｽ(1-',"]－，2力2－苑3)(3)
となる。 (3)式を各変数について微分し，その結果をゼロとおけば以下の式を得る。
6V1
両＝百難1－当-脇＝0
6V1
庇＝盲"2-合一妙2＝0
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av 1 
-=-xa—½-,l=Q 
釦3 2 
これより
1 1 
—X1 —½-X2• 2 2 
P1 P2 
となるから
である。
また，
1 1 
五月P1=v云P2
p,fii=P2V云
Pl 
X2=-X1 Pi2 
1 -xi―も
2 1 Xaーを．＝一か 2
V云=P1v'云
ゆえに
Xa=P12功
したがって
P1功十P2X叶X3
P12 
=Pクサー2P2功+P12功P2 
＝（か＋誓+P12)功=1
結局次の功の需要関数を得る。
ふ(p)= 1 P12 
か＋石+P12
395 
(4) 
かとかとをゼロに近づけてゆけば， Pi2!P2に関じては， どんな正の実数に近づきうる
ように思える。 また分母よりも分子が早くゼロに近づけば Pi2!かはゼロに収束する。し
たがってか＋釘IP叶奸もゼロに収束し Xi(P)は正の無限大に収束するから， この場
合にはわれわれが求めていた結果を得る。 しかし PサNIP叶P12が他の実数にに収束す
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る場合もあるから，需要関数X1(P)はP=〔o,0, 1〕で連続にはなっていないのである。
また一方では
P1 VXi = v云
1 
功＝一2Xa
P1 
であり
P2fia=-v云
1 
X2=2Xs 
P2 
であるから
P1ふ十P2x2+Xs
1 1 
＝一ふ＋一X3十幻
P1 P2 
＝（か伍）石=1
ゆえに
1 
Xa(P)= 1 1 
—+— +1 
(5) 
P1 P2 
となる。か→o, P2→0となれば(5)式の分母は十00に収束するから X3(p)はゼロに収束す
ると主張できるであろう。、 P戸 1と置いたのであるから，か→o; P2→0のときは Paxa→O
とならざるを得ない。みを初期保有量とすれば M=Paえs=lであるから， P1→o, P2→ 0 . 
となる場合は P1功(PHP2xzCp)→1となるのである。 これを，もっと正確に証明してお
こう。ここで u:=色， v:=1+れとおくと
P2 
(P1-P必 (p)-1
P1-P2-P1-(均—Pi2
＝い（誓）p: 沢
?
? ＿
?
? ? ?
???
????? ?
??ー ＿
?
???
???
＿ ＿ ?
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p 2 . 
1+...!...(1+P2) 
P22 ＝一色十虻 ． 
P2 P22 
(1 +P心
＝一
(1 +u2v) 
(u+u2v) 
となる。か→0とすれば U の定義式より U→+coとなるから結局 U は正の領域を変化
して行くことになる。か→0であれば 0→1となるが，これは 1よりも大きい方から 1に
近づいて行く事になる。 u,v>oであるから，
(1 +u2v) 
(u+u初）<o (6) 
UE 〔〇，十co)であるから. u→0となれば， 1+u2v→1であり，分母は u+u2v→0と
なるから(6)式は一00に収束する。また U→ t-00 であれば
(l+u初）
• 一→ー1
(u+u初）
となる。したがって(6)式の値は一00から一 1の間にあってゼロとはならない。また
柘〔ふ(p)+x2(P))
=P心 (p)+P2X2(P)
=P1れ(P)+P2Xz(p)-P1功(p)+P2X1(P)
=〔P1X1(P)+P2X2(P)-1〕ー〔(P1-P2)れ(p)-1〕 (7) 
となる。 P1功(p)+P2X2(P)+Pa石(p)=lであって P戸 1でありか，柘→0のときは
Xa (p)→0となるのであったから， P1x1(P)+P2xlp)→1とならざるを得ず(7)式の第1
項はゼロに近づく。第2項のかぎ括弧の中は(6)式で示したようにマイナスであってゼロに
収束することはない。 したがって柘〔X1(p)+xip)〕は正であって， ゼロに収束するこ
とはない。拓→0であって，この事が成立するためには，〔X1(P)+x2(P)〕→OO とならね
ばならぬ。ここで注意しておかねばならぬのは， Pi,か→0の場合， X1(P)は結局1点に
収束せず， p=〔o,0, 1〕の点で不連続となったのであるが． 功(p)+石(p)は無限大に
収束しうる点である。
2. l種類の財が存在する経済の場合
上の例は P;がゼロに収束する場合には，各財の超過需要の合計が無限大に収束し，個
々の財については必ずしもそれが証明し得ないのを示している。供給量に関しては初期保
有量が有限であるので，いわゆる Koopmansの Impossibilityof Land of Cockaigne 
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を認める限り有界となる。だが，ここではまだ生産の理論を導入していないので次の仮定
を置く。
仮定1
p巴ふであれば， z(p)は下に有界である。
また，これまでの謡論を十分に考慮した上で， それを l種類の財が存在する経済に拡
大して次の仮定を置く。
仮定2
超過需要関数 z(p) は全ての p~o に対して定義され，また他の P についても定義可
能であるが定義される場合は z(p)は常に連続である。 z(p)がp=pOで定義されない
場合は
となる。
!im:E街(p)=+cx,
P→ Poi 
ここで注目すべき事は個々の街(p)ではなくて，合計したものが十 00になる点であ
る。 z(p)が pOで定義されない場合は :Ez;(P)が十 00の値に収束すると言いうるであ
ろう。だから街のどれか少なくとも 1つが無限大に収束するのである。
さて， pが均衡にない場合，個々の P;はワルラスの auctioneerの規則に従って超過
需要と同じ方向に変化する。ここで最初の価格から変化した額を M;(P)で示せば新らし
い価格は P叶鳩(p)となる。また M;(P)を成分とするベクトルを M(p)とする。 こ
の M;(P)については次の4つの条件を満足しているものとする。
(a) 街(P)>Oの場合，その場合にのみ M;(P)>o,
(b) 街(p)=Oの場合，その場合にのみ M;(p)=O,
(c) 街(P)<Oの場合，その場合にのみ M;(p)::;:o,
(d) 価格は非負であるから上の如何なる場合にも拓+M;(P)LOが成立する。
また全ての iに対して
M;(P)街(P)LO (8) 
となり（〔6〕, p. 53), 〔p+M(p)〕e>゜（〔6〕， p. 54)となる。また定義から明らかな
ように街(p)が連続であれば M;(p)も連続となっている。 ここで問題となっているの
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はエ街(p)であるから
399 
Z(p): =:E街(p)
とおく。 2の連続関数 a(Z)を考え， o:;: 妖Z):;:1とする。 a(Z)=Oとなるのは zs:o
となる場合であり，また，ある適当な実数 Z1>D があって z~名であれば a(Z)=lと
する。
a (Z) 
? z, ?
図 2
a,(p)=砥Z(p)〕とおけば
N(p) { 
=〔1-a(p))M(p)+a(p)e(z(p)が定義される場合）
=e (z(p)が定義されない場合）
(9) 
ただし eはその成分が全て1からなる行ベクトルでダッシュをつけて転置をあらわす。
全ての財が均衡にあれば Z;,S:0が全ての iについての成立しているから Z(p),S::Oとな
る。 a(Z)=Oとなるから N(p)=M(p)となる。財に大きな超過需要があるものがあり
Z(P)LZ,>oとなるか，あるいは定義されない場合は Z(p)=+ooとなるから， この2
つの場合とも，やはり Z(P)LZ1となる。このときいずれの場合についても ・a(p)=1と
なり N(p)=eとなる。すなわち z(p)が定義される定義域では M(p)は連続であり．
したがって N(p)も連続となる。．次に Z(p)が Z1よりも大きくなる場合と z(p)が定
義されない場合は N(p)=eとなり，定値写像となる。定値写像も連続写像であるから，
N(p)は z(p)が定義されるか否かにかかわらず連続となる。
さて， M;(P)については街(p)の符号の向きにより，その符号の向きが決まるだけで
ある。したがって M;(p),S::1と仮定しても何ら不都合は生じない。そうすると N(p)=
〔1一a(p)〕M(p)+a(p)e, O,S:a (p),S::1であるか， N(p)=eであるから N;(P)LM;
(P)>O, 即ち不均衡の場合を考えれば幼(P)>Oとなり， pけ・N;(P)>P;LOとなる。ま
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た M;(p)::;::oである場合にはp+N(p)LP+M(p),〔p+N(p)〕e'L 〔p+M(p)〕e'>oと
なる。したがって， z(p)が定義される場合には〔p+N(p)〕e>oであり， z(p)が定義
されない場合には〔p+N(p)〕e'= (p+e)e'となりゼロよりも大である。したがって〔p
+N(p)〕eを分母とする式を構成しうる。
T(p)= 
p+N(p) 
〔p+N(p)〕e' UDl 
Tはコンパクトな集合基本単体の要素 Pを基本体それ自身に属する要素への連続写像で
ある。したがって不動点p*が存在するのが，ブラーワーの不動点定理によって保証され
る。すなわち
T(p*)=p* Ul 
ここで
p*+N(p*) 
〔p*+N(p*)〕e' =p*であるから，｛〔p*+N(p*)〕e')p*=p*+N(p*)となる。す
なわち
N(p*)={ 〔p*+N(p*)〕}p*-p* 
={ 〔P*+N(p*)〕e'-l}p* 
A:= 〔p*+N(pe)〕e'-1とおけば
N(p*)=lp* U2l 
さて， ここで z(p*)が定義されないとすると N(p*)=e となり， e=-lp*,p*=—e 
入
となる。 p*e'=lであり， N(p*)>oであったから， ,l= 〔p*+N(p*)〕e-,-1>0である。
したがって 1-l>o であり P*~o となる。仮定 2 によれば z(p) が定義される事になり
矛盾する。 したがって， p*に P;=O,:Ez;(p)=+ooとなるような場合でも， N(p)を
仲介とする事により， z(p)が定義されたのと同じ結果となる。 U2)式の両辺に z(p*)を
掛けると，ワルラス法則により
N(p*)z(p*) = ,lp*z(p*) = O (13) 
とならなければならない。また(9)式から
N(p*)z(p*) = (1-a(p*)〕M(p*)(p*) +a(p*)Z(p*) = 0 (14) 
またZ(p)=エz;(P)=ez(p)であり〔6〕の(3)式と a(p)の定義から〔1-a(p*)〕M(p*) 
z(p*)2:0となるから (p*)Z(p*):C::Oである。 ところが o<a(Z):C:::1であり a(p*)2:0
であるのは z:c::oであるか o<Z:C:::Z1の場合である。 Z>oであれば a(p)<Oとなるか
ら，上の関係が成立するのは a(p*)=Oの場合だけである。これを⑭式に代入すると
N(p*)z(p*)=M(p*)z(p*)=O U5) 
となる。 これは全ての iに対して街(p*):C::Oとなるのを意味するから， p*は均衡価格
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である。したがって次の定理を得る。
定理
401 
連続超過需要関数 z(p)が pOで定義できない場合も含めて，有限個の財とサービスか
ら成る経済には均衡解が存在する。
したがって，価格ベルトの中にゼロとなる成分が含まれている場合があっても，均衡解
は存在するのであるのが証明された。
あとがき
ここで述べたものは主として〔1〕の第2章後半の議論を中心としたものである。
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